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Das Titelbild zeigt Beispiele flr die lineare (oben) und die kubische (unten) Interpolation bei
identischem Datensatz.
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1. Einfilhrung

Als Interpolation bezeichnet man in der numerischen Analysis eine Methode, mit der aus
vorgegebenen Datenpunkten eine Funktion berechnet wird, mit der Werte zwischen den
Datenpunkten konstruiert werden kdnnen.

In Ingenieurs- und Naturwissenschaften tritt haufig die Situation auf, dass eine begrenzte Menge
an Datenpunkten vorliegt, beispielsweise bei Messungen. Fir diese sind die y-Werte (Messwerte
oder Lésungen) flr vorgegebene x-Werte (Eingangswerte) verfligbar, bendtigt werden aber
Lésungen fur x-Werte, die zwischen den gemessenen Datenpunkten liegen. Um einen solchen y-
Wert zu ermitteln, eignen sich die Methoden der Interpolation oder der Regression. Die
vorliegende Arbeit stellt einige Interpolationsmethoden vor.

Die Interpolation unterscheidet sich von der Regression dadurch, dass die bei der Interpolation
gefundene Funktion durch alle gegebenen Punkte verlauft, wahrend die Regressionsfunktion die
beste Anndherung fur alle Punkte darstellt und diese dabei nicht notwendigerweise durchlauft. Die
mit beiden Techniken verwandte Extrapolation dient dazu, Werte auBerhalb des
Definitionsbereichs der Punkte zu prognostizieren.

Bei dem GroBteil der hier vorgestellten Interpolationsmethoden wird eine Interpolationsfunktion
errechnet, die sich aus mehreren Funktionen zusammensetzt. Diese sogenannten Teilfunktionen
gelten in den Intervallen zwischen den einzelnen Messpunkten. Die erste Teilfunktion gilt somit
beispielsweise flur den Bereich zwischen dem x-Wert des ersten Punktes und dem des zweiten
Punktes, die zweite Teilfunktion fir den Bereich zwischen dem x-Wert des zweiten und des dritten
Punktes, usw.

Die erste in dieser Arbeit vorgestellte Interpolationsmethode heiBt Nearest-Neighbor Interpolation.
Ihre Teilfunktionen sind nullten Grades (waagerechte Geraden). AnschlieBend werden die lineare
(Teilfunktionen ersten Grades), quadratische (Teilfunktionen zweiten Grades) und kubische
Interpolation (Teilfunktionen dritten Grades) erklart. Die danach gezeigte Polynominterpolation
unterscheidet sich wesentlich von den anderen Methoden, da sich die Interpolationsfunktion nicht
aus Teilfunktionen zusammensetzt, sondern ein einzelnes Polynom ist. AbschlieBend werden
verschiedene weitere Interpolationsmethoden kurz erldutert (GauBprozess, trigonometrische und
logarithmische Interpolation).

Bei drei Interpolationsmethoden (der Nearest-Neighbor, der linearen und der quadratischen) wird
deren Realisierung in JavaScript gezeigt. Als Programmiersprache wurde JavaScript gewahlt, da
fur die Ausfiihrung von JavaScript Code nur ein Webbrowser (wie beispielsweise Google Chrome
oder Firefox) bendtigt wird, in dessen Konsole man den Programmcode einfligen und ausfihren
kann. Es wird deshalb kein Compiler oder eine Programmierumgebung benétigt. Die
Codebeispiele sind nicht auf Performance optimiert, sondern sollen vor allem dem Versténdnis
dienen. Die programmiertechnische Losung der kubischen und der Polynominterpolation sind der
der quadratischen sehr &hnlich, weshalb bei diesen beiden Interpolationverfahren auf
Codebeispiele verzichtet wurde.
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2. Nearest-Neighbor Interpolation

Die Nearest-Neighbor (deutsch, sinngemal:
néachstgelegener Punkt) Interpolation ist die
einfachste Form der Interpolation. Dabei wird far
jeden x-Wert der Wert des nachstgelegenen %
Datenpunktes als y-Wert gewéhlt. V X

Das Verfahren ist rechnerisch duBerst
unkompliziert und deshalb fur die Interpolation von
Punkten geeignet, wenn diese in groBer Zahl
vorliegen, eher ungenau sind und schnell
verarbeitet werden mussen.

Dies ist zum Beispiel bei der Skalierung von Bildern im Browser der Fall, wenn die Bilder einer
Website skaliert werden, nachdem sie geladen sind. In diesem Fall werden diese mit der Nearest-
Neighbor Interpolation interpoliert (sofern eine Interpolation nétig ist). Erst danach werden rechen-
und damit zeitaufwandigere Interpolationsverfahren angewandt.

2.1 Aligemein
Fur die Punkte
Pl(xl |y1)

Pz(xz |y2)
P3(x3ly3)

Pn—Z ('xn—2 I yn—Z)
Pn—l (‘xn—l I yn—l)
P,(x,1y,)

wlrde gemaB der Regel, dass jedem x-Wert der y-Wert des néchstgelegenen Punktes zugeordnet
wird, folgende Interpolationsfunktion gelten:

X, +Xx
y, |y Sxs—2—2
2

+ +
v, X ngxsxz X3

2 2

Sx)=
y xn—2+xnfl <x<xn71+xn
n—1 2 2
X +Xx

y, |t <x<x
n 2 n
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2.2 Code

Das Codebeispiel in der Sprache JavaScript zeigt, wie man die Nearest-Neighbor Interpolation mit
einem Programmcode realisieren kann.

function nearestNeighborInterpolation (xValues, yValues, x) {
// check if x- and y-values have the same length
// check if the length is at least two
if (xValues.length != yValues.length || xValues.length < 2)
return false;

// check user values are out of range
if (xValues[0] >= x)
return yValues[0];
if (xValues[xValues.length-1] <= x)
return yValues|[yValues.length-1];

var shortestDistance, currentDistance;
for (var i = 0; i < xValues.length; i++) {
// distance between user x and current (loop) x
currentDistance = Math.abs(x - xValues[i]);
if (1 == | | shortestDistance >= currentDistance)
shortestDistance = currentDistance;

else
return yValues[i-1];

}

return yValues|[xValues.length - 1];

Die Funktion nearestNeighborInterpolation () gibt den interpolierten Wert aus den
Ubergebenen Daten-Arrays (xValues und yValues) an der Stelle x zurlick. Sie kbnnte zum
Beispiel wie folgt aufgerufen werden:

nearestNeighborInterpolation ([0, 1, 2, 31, [10, -1, 3, 8], 2.429);

Die vorderen 4 Zahlen sind die x-Werte, die darauffolgenden 4 die dazugehdrigen y-Werte. Der
dritte Parameter gibt den x-Wert an, fir den der interpolierte Wert zuriickgegeben werden soll.

Der Ruckgabewert wére bei diesem Aufruf 2.
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3. Lineare Interpolation

Bei der linearen Interpolation werden die zu
interpolierenden Punkte durch lineare Funktionen
miteinander verbunden. So entstehen n-1
Geradengleichungen, wobei n fir die Anzahl der

Punkte steht. Jede der Gleichungen gilt fir die x-

Werte, die zwischen zwei bestimmen Punkten
liegen.

Verglichen mit anderen Verfahren ist die lineare
Interpolation einfach und wenig rechenintensiv. Sie
ist damit prédestiniert fir die Interpolation von Punkten, die in groBer Zahl vorliegen und eine
verhaltnismaBig geringe Genauigkeit haben.

Eingesetzt wird die lineare Interpolation in vielen Bereichen, beispielsweise in der Astronomie, um
die Methode der kleinsten Quadrate (x2) auf zwei Lichtkurven von Himmelskérpern anzuwenden.
Bevor man die Abstande der beiden Kurven an einem bestimmen Punkt berechnen kann, muss
man die beiden Kurven haufig zuerst interpolieren.! Auch in Grafikprozessoren wird das Verfahren
der linearen Interpolation angewendet, zum Beispiel um Bilder zu skalieren, ohne diese verpixelt
darzustellen. Bei neuen Browsern kann der Programmierer sogar selbst einstellen, welche Form
der Interpolation verwendet werden soll.2

3.1 Allgemein
Um aus den Punkten

Pl('xllyl)
Pz(leyz)

P, (‘xn—l Iyn—l)
I)n (xn I yn)

die Gleichung der Interpolationsfunktion zu errechnen, missen die Geradengleichungen fur die
Geraden zwischen den einzelnen Punkten aufgestellt werden. Zuerst wird fur jede Gleichung die
Steigung mit

A
m==2
Ax

bestimmt und anschlieBend mit den x- und y-Werten eines Punktes am Rand des zu
interpolierenden Intervalls in die Geradengleichung

y=mx+c

eingesetzt. Der y-Achsenabschnitt (¢) kann somit errechnet werden und die Gleichung fur das
jeweiligen Intervall ist bestimmt.

" http://lcgen.simsso.de
2 http://entropymine.com/resamplescope/notes/browsers/
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Zusammengefasst und umgeformt resultiert daraus die folgende Interpolationsfunktion:

X—X
MOy = ) X, <x<x,
2 1
f)=
X—X _
yl’l—1+(yn_yn—l)—nl Xn_IS.XSX”
‘xn_xn—l
3.2 Code

Das Codebeispiel in der Sprache JavaScript zeigt, wie man die lineare Interpolation mit
Programmcode realisieren kann.

function linearInterpolation (xValues, yValues, x) {
// check if x- and y-values have the same length
// check if the length is at least two
if (xValues.length != yValues.length || xValues.length < 2)
return false;

// check if user values are out of range
if (xValues[0] >= Xx)
return yValues[0];
if (xValues[xValues.length-1] <= x)
return yValues|[yValues.length-11];

var 1 = 0;
// go through all points until the current x value is smaller or
// equal to the users x-value
while (xValues[i] <= x) {
if (xValues[i] == x) // no interpolation necessary
return yValues[i];
i++;

xValues[1i];
yValues[i];

var x1 = xValues[i-1], x2
var yl = yValues[i-1], y2

return yl+(y2-y1)* ((x-x1)/(x2-x1));

Die Funktion 1inearInterpolation () gibt den interpolierten Wert aus den Gbergebenen
Daten-Arrays (xValues und yValues) an der Stelle x zurtck. Sie kdnnte zum Beispiel wie folgt
aufgerufen werden:

linearInterpolation([O, 1, 2, 3], [10, -1, 3, 8], 2.429);

Die vorderen 4 Zahlen sind die x-Werte, die darauffolgenden 4 die dazugehdrigen y-Werte. Der
zwei Ubergabeparameter ist der x-Wert, fir den der interpolierte y-Wert bestimmt werden soll.

Der zuriickgegebene Wert wére 5.145.
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3.3 Beispiel

Die nachfolgenden flnf Punkte sollen linear interpoliert werden. Die Vorgehensweise ist dabei

ausfihrlicher dargestellt als in Kap. 3.1, bei der allgemeinen Beschreibung der linearen
Interpolation.

i

011) o g

P3
P2 X

Zuerst werden die vier Funktionen fir die Geraden zwischen den Punkten aufgestellt. Diese
enthalten bisher nur Variablen. Die erste Funktion liegt zwischen dem ersten und dem zweiten
Punkt, die zweite zwischen dem zweiten und dritten Punkt, usw.

fix)=mx+c,
fHL(x)=myx+c,
() =mx+c,

fix)=mx+c,

AnschlieBend werden deren Steigungen m berechnet. Dazu wird Ay durch Ax geteilt. Ay berechnet
sich aus dem y-Wert des rechten Punkts minus dem y-Wert des linken Punkts. Fur Ax gilt dasselbe
mit den x-Werten der beiden Punkte. Fur my wird folglich der y-Wert des zweiten Punktes minus
den y-Wert des ersten Punktes verwendet. Dieses Ergebnis wird durch den x-Wert des zweiten
minus den x-Wert des ersten Punktes geteilt. Die so errechnete Steigung gilt fir die Gerade im
Bereich zwischen den beiden Punkten. Fur alle Geradensteigungen des Beispiels werden die
Werte wie folgt ausgerechnet:

m :yz_ylz 0_1 :—%
" x,-x, 1,5-0 3
%=y, _02-0_2
> x,-x, 18-15 3
m _ s y3_2_0’2_

: x,—x, 2-18

m4—y5 )’4_10_2 8
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In jeder der einzelnen Geradengleichungen liegt jetzt nur noch die Unbekannte ¢ vor. Man kann ¢
berechnen, indem man min die jeweilige Geradengleichung einsetzt, sowie den x- und y-Wert von
einem der beiden Punkte, durch den die Gerade verlauft. Bei der ersten Gerade kénnte man
beispielsweise den x- und den y-Wert des ersten Punktes einsetzten, bei der zweiten die Werte
des zweiten Punktes, usw.:

2
fO)=1=1=-2-0+¢, = ¢ =1

f2(1,5)=0:>O=%-1,5+c2:>c2=—1

£(1,8)=0,2=0,2=9-1,8+¢, = c,=-16

1
f4(2)=2:>2=%-2+c4 :>c4:—?0

Alle Unbekannten (m und c¢) in den vier Geradengleichungen sind jetzt bestimmt, und die
Interpolationsfunktion kann aus den vier Gleichungen zusammengesetzt werden. Die jeweiligen
Geraden gelten immer nur in den Bereichen zwischen den beiden Punkten, die sie durchlaufen,
weshalb hinter den Teilfunktionen der Funktion f(x) die Giiltigkeitsbereiche stehen.

2
—§x+1 |OSxS1,5

2x—l |1,5 <x<1,8
f(x)=143

9x—-16 1.8<x<2

8,10 |2<x<5

3 3

v

Die Abbildung zeigt den Graph der Interpolationsfunktion.
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4. Quadratische Interpolation

Bei der quadratischen Interpolation werden die zu
interpolierenden Punkte durch quadratische
Funktionen miteinander verbunden. Eine
wesentliche Bedingung ist, dass die quadratischen
Funktionen in den Punkten dieselbe Steigung wie
ihre Nachbarfunktionen haben. So entstehen n-1
quadratische Gleichungen, wobei n fir die Anzahl
der Punkte steht. Jede der Gleichungen gilt fir die
x-Werte, die zwischen zwei bestimmen Punkten
liegen.

Die quadratische Interpolation ist erheblich komplizierter als die lineare und trotzdem nicht
unbedingt besser als diese. Geeignet ist die quadratische Interpolation flir Daten, die keine groB3en
Ausschlége in y-Richtung haben; einen eher flachen Verlauf haben. Die Abb. oben auf dieser Seite
zeigt sehr gut, dass die Ausschlége der quadratischen Teilfunktionen sonst sehr stark sein kénnen
(insbesondere zwischen den letzten finf Punkten), was bei den meisten Anwendungen ein
unerwinschter Effekt ist.3 Der Grund dafir ist, dass quadratische Funktionen keine Wendepunkte
haben.

4.1 Allgemein

Um die Punkte

P (x1y,)
P,(x,1y,)
P, x3|y3)
P4(x4 |y4)

P ('xn—l Iyn—l)
Pn ('xn I yn)

quadratisch zu interpolieren, stellt man die quadratischen Teilfunktionen

fi(x)= a1x2 +bx+c,
LHL(x)= a2x2 +b,x+c,

fi(x)=ax’ +bx+c,

2
f;z—l (‘x) = an—l'x + bn—l'x + Cn—l

3 http://www.korf.co.uk/spline.pdf
Seite 10 (von 21)



Mathematik Interpolation

Timo Denk

Mittwoch, 05. November 2014

auf. Sie sind zweiten Grades und haben je drei Unbekannte. Jede der Teilfunktionen liegt zwischen
zwei Punkten, die sie durchlauft, weshalb man auf die Gleichungen

Hi(x) =y,
h(x) =y,
L) =y,
L(x3) =y,
fi(x3) =y,
L) =y,

S (X)) =Y,
f;1—1 ('xn ) = yn

schlieBen kann. Zusétzlich ist eine Bedingung, dass die quadratischen Funktionen in den
einzelnen Punkten die gleiche Steigung haben wie die anliegende quadratische Funktion. Im Punkt
P2haben also beispielsweise die Funktionen f; und f2 die gleiche Steigung. Somit lassen sich die
Gleichungen

d d

E(ﬁ ()C)) x=x, a(fZ(x)) X=x,

d d

a(ﬁ(‘x)) x=x; E(ﬂ(‘x)) X=Xx3

d d

E(ﬁl—l (X)) X=X, E(L—Z (X)) X=X,

aufstellen. Nach dem Umformen zu

2a,x,+b,=2a,x,+b,
2a,x,+b, =2ax, +b,

2a, ,x,_,+b _,=2a,x,_,+b

n—1
liegt insgesamt nur noch eine Gleichung zu wenig vor. Eine Mdglichkeit, diese zu gewinnen, ist es,
ar = 0 zu setzen, was bewirkt, dass die erste Funktion (fs) linear ist. Es gibt auch andere Methoden
zur Gewinnung der zuséatzlich benétigten Gleichung, die in Kap. 5.1 erklart werden. Es ist aber zu
beachten, dass sich die dort erklarten Methoden auf die kubische Interpolation beziehen und
weshalb eine Adaption erforderlich ist. Unabh&ngig davon, welche Technik man verwendet, kann
man das Gleichungssystem danach eindeutig I6sen. Nach dem Einsetzen der Werte in die
Teilfunktionen erhalt man die Interpolationsfunktion:

ax’+bx+c, |xI Sx<x,
2
a,x"+b,x+c, |xZSxSx3
f(x)={ax’+bx+c, |x3SxSx4
2
a,_x +b_x+c, _, X, Sx<x,
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4.2 Code

Das Codebeispiel zeigt, wie man eine quadratische Interpolation in JavaScript realisieren kann.
Der Code, der zur programmiertechnischen Lésung der kubischen Interpolation erforderlich ware,
unterscheidet sich nicht wesentlich vom hier aufgelisteten; ahnlich verhalt es sich mit der
Polynominterpolation. Um so gréBer ist der Unterschied zur linearen und zur Nearest-Neighbor
Interpolation, da bei diesen beiden Verfahren keine Losung von komplexen Gleichungssystemen
erforderlich ist. Die dazu geschriebene solveMatrix () Funktion tut ebendas (ein als Matrix
ausgedrucktes Gleichungssystem I6ésen) und ist nachfolgend aufgelistet. Zur Lésung der Matrix
wird innerhalb der Funktion das GauB3sche Eliminationsverfahren verwendet.

function solveMatrix (mat) {
var len = mat.length;

for (var i = 0; i < len; i++) // column
for (var j = i+l; j < len; j++) {// row
if (mat[i][i] == 0) { // check if cell is zero
var k = 1i;

// search for an element where this cell is not zero
while (mat[k][i] == 0) k++;

// swap rows
var tmp = mat[k].slice();

mat[k] = mat[i].slice();
mat[i] = tmp.slice();

}

var fac = —-mat[j][i]/mat[i ;

// elements in a row

] [1]
for(var k = 1; k < len+l1l; k++)
i][k];

mat[j][k] += fac *mat]|
}

var solution = [];
for (var i = len-1; i >= 0; i--) { // column
solution.unshift (mat[i] [len]/mat[i][1]);
for (var k = 1i-1; k >= 0; k—--)
mat[k] [len] -= mat[k][1] * solution[0];
}

return solution;

Die eigentliche Funktion fur die quadratische Interpolation heiBt quadraticInterpolation ().
Sie errechnet aus einem Daten-Array, das aus Objekten mit den Attributen x und y besteht, den
quadratisch interpolierten Wert an der Stelle x und loggt die Koeffizienten der einzelnen
Teilfunktionen in der Konsole. Dazu wird zuerst eine Matrix aufgestellt, die alle Gleichungen
enthélt. Die Hilfsfunktion 16st diese Matrix, und anschlieBend erfolgt die Ausgabe des berechneten
Funktionswertes y.

function gquadraticInterpolation (data, x) {
// check if user values are out of range
if (x < data[0].x || x > data[data.length-1].x)
return undefined;

// initialize matrix

var numberOfUnknowns = 3* (data.length-1);
var numberOfFunctions = data.length-1;
var numberOfDerivatives = data.length-2;
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var matrix = new Array (numberOfUnknowns) ;
for (var i = 0; i < matrix.length; i++) {
matrix[i] = new Array (numberOfUnknowns+1) ;
for (var 7 = 0; Jj < matrix[i].length; Jj++)
matrix[i][3j] = 0;

}

// through points equations
for (var i = 0, j = 0; 7 < data.length-1; i += 2, j++) {

matrix[i] [jJ*3] = Math.pow(datal[j]l.x, 2);
matrix[i][J*3+1] = datalj].x;

matrix[i1] [J*3+2] = 1;

matrix[i] [numberOfUnknowns] = datalj].y;
matrix[i+1][J*3] = Math.pow(data[j+1].x, 2);
matrix[i+1][J*3+1] = datal[j+1].x
matrix[i+1] [J*3+2] = 1;

matrix[i+1] [numberOfUnknowns] = datal[j+1].y;

}

// derivative equations
for (var i=(data.length-1)*2, j=0; i<numberOfUnknowns-1; i++, j++) {

matrix[1i][(3*3)] = 2*datal[j+1].x
matrix[i][(3*3)+1] = 1;

matrix[i] [ ( )+3] = -2*datal[j+1].x
matrix[i] [ ( y+4]1 = -1;

}

// additional information / boundary condition (required)
matrix [numberOfUnknowns-1][0] = 1; // make first function linear

var coefficients = solveMatrix (matrix);
console.log(coefficients);

var 1 = 0;
while (datal[i].x <= x) {
if (datal[i].x == x)

return datalil.y;
i++;
}

i-—;

return coefficients[i*3]*Math.pow(x,2)+tcoefficients[i*3+1]*
+coefficients[i*3+2];

}
Ein Funktionsaufruf kbnnte zum Beispiel so aussehen:
quadraticInterpolation (

(
1}

XXX X
w N - o
KKK
oo N

2.001
) ;

Der zurtiickgegebene Wert wéare dann 0.5013985999999999.
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5. Kubische Interpolation

Bei der kubischen Interpolation werden die zu
interpolierenden Punkte durch kubische
Funktionen miteinander verbunden. Die kubischen

Teilfunktionen sind in den Punkten bezuglich der
ersten und zweiten Ableitung identisch zur
nebenliegenden Teilfunktion. So ergeben sich n-1

kubische Gleichungen, wobei n wieder fir die
Anzahl der Punkte steht. Jede der Gleichungen gilt
fir die x-Werte, die zwischen zwei bestimmen
Punkten liegen.

Die kubische Interpolation ist relativ kompliziert, da die zu I6senden Gleichungssysteme im
Verhéltnis zur Anzahl der Punkte sehr viele Gleichungen enthalten. Das optische Ergebnis ist daftr
von sehr guter Qualitat, wie auf der Abb. oben auf dieser Seite zu sehen ist. Die
Interpolationsfunktion durchlauft die Punkte mit viel geringeren Ausschlégen als die quadratische
Interpolationsfunktion (Kap. 4), weil die kubischen Teilfunktionen Wendepunkte enthalten kénnen.
Die kubische Interpolation eignet sich daher beispielsweise fur Anwendungsbereiche, in denen die
interpolierte Funktion zur grafischen Darstellung, zum Beispiel bei Temperaturkurven der
Wettervorhersage, dient.

Wenn man die Ausschlage noch weiter minimieren méchte, kann man den Grad der einzelnen
Teilfunktionen weiter erhéhen. Man muss dann aber nicht mehr nur die ersten beiden Ableitungen
in den inneren Punkten gleichsetzen, um die benétigte Anzahl an Gleichungen zu erhalten,
sondern auch Ableitungen héherer Ordnung. Die Komplexitat nimmt quadratisch mit dem Grad der
Teilfunktionen zu.

5.1 Aligemein

Um die Punkte

!

|y1)

(%
(x Iyz)
(
(

JU o

X, |y3)
|Y4)

,:U

Pn—l (‘xn—l I yn—l)
P,(x,1y,)

kubisch zu interpolieren, stellt man die kubischen Funktionen

=ax’+bx*+cx+d
1 1 1 1 1
() =ax’ +b,x* +c,x+d,
X=ax’+bx*+cx+d
3 3 3 3 3

()=a_x*+b_x*+c_x+d _
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
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far die Intervalle zwischen den Punkten auf.

Da bekannt ist, dass jede der kubischen Funktionen (von f; bis fs.7) zwei bestimmte Punkte hat,
durch die sie verlauft, kann man diese beiden Punkte in die jeweilige Gleichung einsetzen und
erhalt daraus 2(n-1) Gleichungen:

L) =y
H(x)=y,
SH(x)=y,
L(x3) =y,
f(5) =y,
L(x) =y,

f;’l—l ('xn—l ) = yn—]
f;t—l('xn) = yn
Im Gegensatz zur quadratischen Interpolation (Kap. 4) werden nun die Funktionen in den Punkten

nicht mehr nur in ihrer ersten, sondern zusétzlich auch in ihrer zweiten Ableitung gleichgesetzt.
Man erhélt dadurch fur die erste Ableitung folgende Gleichungen:

d
E(fl(x))

d
mx, = E(fz(x))

X=X,

d
E(fz(x))

d
x=x3 E(fS('x))

xX=x3

d
X=X, a (f;z—z (X))

d
E(ﬁi—l (x))

X=X

Far die zweite Ableitung lassen sich die Gleichungen

d( d d(d
a(a(ﬁ(x))) vy = E(a(ﬁ(x)))

d( d d(d
E(a(fz(w)) oy = E(a(fs(x)))

d( d
a(a(fnl (x)))

aufstellen. Die Ableitungsgleichungen gelten immer nur in den Punkten, in denen sich die beiden
Funktionen schneiden. Deshalb befindet sich hinter jedem Term eine Angabe, die aussagt, fur
welchen x-Wert dieser gultig ist. Nach dem Umformen zu

X=X,

X=Xx3

X=X

d(d
X=x E(a(fnz(x))j

3a,x,” +2bx, + ¢, = 3a,x,” +2b,x, + ¢,

3a,x,” +2b,x,+c, = 3a,x," +2b.x, +c,

2 _ 2
3an—2xn—1 + 2bn—an—l + Crn = 3an—lxn—l + 2bn—lxn—l + Cot
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fur die erste Ableitung und

6a,x, +2b, = 6a,x, +2b,
6a,x,” +2b, = 6a,x,” +2b,

6an—2'xn—l2 + 2bn—2 = 6an—l‘xn—12 + 2bn—1

fir die zweite Ableitung werden nun noch zwei Gleichungen benétigt, um die Interpolationsfunktion
eindeutig bestimmen zu kénnen. Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, diese sogenannten
Randbedingungen zu erhalten:#

+ Die Koeffizienten a; und an-1 gleich null setzen, die erste und die letzte Teilfunktion also als
quadratisch definieren:

a, =0
a =0

n—

+ Natural Spline: Die zweite Ableitung der ersten und letzten Funktion wird in den Randpunkten
gleich null gesetzt. Grafisch bewirkt die Anwendung des Natural Spline, dass die
Steigungsanderung in den Randpunkten null ist; die Kurve gerade auslauft.

d(d
wsle)=o bex
d(d
4L (14))=0 fr=x,

+  Periodic Spline: Die erste Ableitung von Anfangs- und Endpunkt wird, ebenso wie deren zweite
Ableitung, gleichgesetzt. Die so entstehende Interpolationsfunktion ist periodisch; sie kann
hintereinander gereiht werden, ohne dass Knicke zu sehen sind:

d d
E(fl(x)) = = E(fn-l (x))
d(d
E(E(ﬁm)j

« Not-a-Knot Spline: Die dritte Ableitung von f; wird mit der dritten Ableitung von f2im zweiten
Punkt gleichgesetzt. Ebenso wird mit dem vorletzten Punkt verfahren.

r P b)) I P )
&G o)) - 2aGoo)-

Die jetzt vorliegenden Gleichungen lassen sich in einer Matrix darstellen. Die Zeilenanzahl der
Matrix berechnet sich aus 4n (n entspricht der Anzahl an Datenpunkten), die Anzahl an Spalten ist

xX=x,

d(d
= E(E(fn_l(x))) o,

4 http://www.maths.lth.se/na/courses/FMN081/FMNO081-06/lecture11.pdf
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um eins hoéher (4n+1). Die Zellenanzahl berechnet sich aus 16n2+4n; die Gr6Be der Matrix nimmt
quadratisch mit der Anzahl an Punkten zu.

a, b ¢ d a b, ¢ d, a b, ¢ d, a, b, ¢, d_, a,_ b, ¢ d.
x ox ox 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | y
»ox ox 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0|y
0 0 0 0 x° x* x |1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0|y
0 0 0 0 x xox 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0| y
0 0 0 O 0 0 x’ x ox 1 0 0 0 0 0 0 0 0| y
0 0 0 O 0 o 0 0 x” x° x, 1 0 0 0 0 0 0 0 0|y
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 X, %, x., 1 0 0 0 0 |y,
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 X ox ox., 1 0 0 Vot
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x.0 ox x|y
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x,’ x,? X, 1|y,
3x 2x, 1 0 -3x,° -2x, -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3x> 2x;, 1 0 -3x7 —2x, -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 3x,, 2x,., 1 0 -3x.° -2x,., -1
6x, 2 0 0 —6x, -2 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 6x 2 0 0 —-6x;, -2 O 0 0 0 0 0 0
0 0 6x,_, 0 —6x,, -2
6x, 0 0 0
0 6x

Die erste Zeile listet die Koeffizienten auf, fir die die jeweilige Spalte gilt; sie sind in der
endgultigen Matrix wegzulassen. Die zweite Zeilengruppe (Zeile 2 bis 12) représentiert die
Gleichungen, die aussagen, dass die Teilfunktionen durch die einzelnen Punkte gehen. Die
nachfolgenden vier Zeilen (13 bis 16) stehen fur die erste Ableitung, die darauffolgenden vier (17
bis 20) fur die zweite Ableitung. Die letzten beiden Zeilen enthalten die zusétzlich bendtigen
Informationen, deren Gewinnung vorher erlautert wurde. Hier wurde ein Natural Spline gewahlt,
diese Zeilen kbnnen also variieren.

Nachdem man das Gleichungssystem gel6st hat, kann man die Interpolationsfunktion
zusammensetzen:

ax’+bx’ +cx+d, |x1 <x<ux,

3 2
a,x" +b,x"+c,x+d, |xZSxSx3
f(x)=1ax’+bx’ +cx+d, |x, <x<x,

3 2
a, x +b_x +c,_x+d,_,

X, , Sx<x,

n-1 —
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6. Polynominterpolation

Bei der Polynominterpolation wird ein Polynom
gesucht, das durch alle zu interpolierenden Punkte
verlauft. Das Polynom ist n-7-ten Grades, wobei n
far die Anzahl der Punkte steht.

Die Polynominterpolation ist aufgrund ihrer starken
Ausschlage fur viele Anwendungsgebiete
ungeeignet. Die rechte Abbildung und das Beispiel
in Kap. 6.2 zeigen, wie stark diese Ausschlage
sein kénnen. In der digitalen Signalverarbeitung
wird die Polynominterpolation zum Beispiel zur Abtastratenkonvertierung (engl.: Resampling)
verwendet.5

6.1 Aligemein
Um das Interpolationspolynom fur die Punkte

P1(x1|y1)
Pz(xz lyz)

P, (‘xn—l Iyn—l)
P,(x,1y,)

zu bestimmen, werden diese in die Gleichung des Polynoms

n—I1
: ) _
fo)= zaix’ =q,tax+a,x +...+a,x"
i=0

1

eingesetzt. Die hochste Potenz (der Grad des Polynoms) ist dabei um eins niedriger als die Anzahl
der Punkte (n-1).

2 —1

f&x)=y=y=aq,tax +a,x +...+a, x"

2 n—1
f)=y,=y,=a,+ax,+ax,”+...+a, x,

2 —1

f(xn—] ) = yn—l = yn—l = aO + alxn—] + aZ‘xn—l + e + an—l'xn—ln

2 n—1
f&x)=y, =y =a,tax, +ax, +...+a, x,

Das Gleichungssystem kann nun eindeutig gelést werden, da die Anzahl der Gleichungen der
Anzahl an Unbekannten entspricht.

1

f)=a,+ax+a,x’+...+a, x"" |x, <x<x,

5 http://www.cs.tut.fi/kurssit/TLT-5806/Interpol.pdf
Seite 18 (von 21)



Mathematik Interpolation Mittwoch, 05. November 2014
Timo Denk

6.2 Beispiel
Aus den nachfolgenden funf Punkten soll das Interpolationspolynom berechnet werden.

p(ol1)
P,(1,510)
P,(1,810,2)
(
(

—_

%)

P,(212)
P,(5110)

N

w

Das Polynom ist vierten Grades, da funf Punkte vorliegen.
f(x)=ax* +bx’ +cx’ +dx+e

Jeder der Punkte wird nun in die Funktion des Polynoms eingesetzt, woraus sich funf Gleichungen
ergeben.

fO)=1=1=e
f(1,5):0:>0:§a+2b+2c+§d+e
16 8 4 2
F1,8)=02202=200, 72, 8L Oy
625 125 25 5

f(2)=2=2=16a+8b+4c+2d+e
£(5)=10=10=625a+125b+25c+5d +e¢

Das Gleichungssystem )
lasst sich jetzt eindeutig y
I6sen und man erhalt ®
folgende Werte fur die

Koeffizienten. w

4019
1512
333407
15120
759887
15120
_ 85871 " "

2520 s
e=1 ‘ :

Setzt man diese Werte in die Funktion des Interpolationspolynoms ein, fuhrt das zur
Ergebnisfunktion, deren Graph im Schaubild oben zu sehen ist.

4019 , 333407 , 759887 , 85871
X + X — X"+ X
1512 15120 15120 2520

f(x)=- +1  |0<x<5
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7. Weitere Interpolationsverfahren

Neben den vorgestellten Interpolationsverfahren existieren noch viele weitere, von denen drei in
diesem Kapitel kurz vorgestellt werden.

7.1 GauBprozess

Der sogenannte GauBprozess ist flr viele Anwendungsbereiche geeignet und wird unter anderem
zur Interpolation, zur Extrapolation oder zur Glattung von Messpunkten eingesetzt.6 Die Methode

wurde nicht von dem Mathematiker Carl-Friedrich GauB3 erfunden, aber nach ihm benannt, weil in
ihr die GauBverteilung von mathematischen Funktionen eine wesentliche Rolle spielt.

Die Besonderheit der Methode des GauBprozesses liegt darin, dass sie nahezu vollstandig auf
klassischer Wahrscheinlichkeitsrechnung beruht und zumeist besser als andere Methoden die
wahrscheinlichsten Werte und auch Unsicherheiten vorhersagen kann. Sie verwendet im
wesentlichen Konzepte aus der linearen Algebra und der GauB3schen Fehlerrechnung. Dadurch
behalt ihr mathematischer Vorgang eine hohe Transparenz und Verstandlichkeit.

7.2 Trigonometrische Interpolation

Die trigonometrische Interpolation ist fir die Interpolation von Daten, denen periodischen
Funktionen zugrunde liegen, geeignet. Es werden dazu trigonometrische Funktionen (Sinus und
Cosinus) mit gegebenen Periodenlangen kombiniert, um ein sogenanntes trigpnometrisches

Polynom zu erhalten, das durch alle Punkte verl&uft.

Die allgemeine Form eines trigonometrischen Polynoms n-ten Grades lautet:

p(x)= %0 + Z(a - cos(jx)+b, -sin( jox))

J=1

7.3 Logarithmische Interpolation

Wenn den zu interpolierenden Punkten eine logarithmische Funktion zugrunde liegt, eignet sich
das Verfahren der logarithmischen Interpolation, bei dem die einzelnen Punkte durch
logarithmische Funktionen miteinander verbunden werden.”

Die mathematische Formulierung lautet:

FO)= 1, 'exp{(x—xo)(lnfl —lnfo)}

X — X

6 http://www.gaussianprocess.org/
7 http://www.cmu.edu/biolphys/deserno/pdf/log_interpol.pdf
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